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МЕТОД СИНТЕЗА НЕИЗБЫТОЧНЫХ СХЕМ В БАЗИСЕ  
ЖЕГАЛКИНА, ДОПУСКАЮЩИХ ЕДИНИЧНЫЕ  
ДИАГНОСТИЧЕСКИЕ ТЕСТЫ ДЛИНЫ ОДИН1 

 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Тестирование схем из функциональных элементов – 

важная теоретическая задача, имеющая практические приложения к тестиро-
ванию и верификации СБИС. Целью данной работы является демонстрация 
возможности построения для произвольной булевой функции схемы из функ-
циональных элементов, реализующей эту функцию и допускающей короткий 
единичный диагностический тест при инверсных неисправностях на выходах 
элементов.  

Материалы и методы. При получении основных результатов использова-
лись методы синтеза схем, основанных на разложении булевой функции в по-
лином Жегалкина. 

Результаты. Устанавливается, что для произвольной булевой функции f, 
зависящей от n переменных, существует неизбыточная реализующая функцию 
f схема из функциональных элементов в базисе {x&y, x⊕y, 1}, допускающая 
единичный диагностический тест длины 1 при инверсных неисправностях на 
выходах элементов. 

Ключевые слова: схема из функциональных элементов, диагностический 
тест, инверсная неисправность на выходе элемента, функция Шеннона, легко-
тестируемая схема. 

 
D. S. Romanov  

A METHOD OF SYNTHESIS OF IRREDUNDANT CIRCUITS  
(IN ZHEGALKIN'S BASIS) ADMITTING SINGLE  

FAULT DIAGNOSTIC TEST SETS WITH CARDINALITY 1 
 
Abstract. 
Background. Testing of combinational circuits is an important theoretical prob-

lem with applications to testing and verification of VLSI. The aim of this work is to 
demonstrate that for an arbitrary Boolean function it is possible to construct a circuit 
realizing this function and allowing a small single fault diagnosing test set (under 
inverse faults at outputs of gates).  

Materials and methods. Circuit design methods based on Zhegalkin polinomials 
(canonical Reed-Muller polinomial forms) were used.  

Results. It has been established that for an arbitrary Boolean function f, depend-
ing on n variables, there exists an irredundant combinational circuit (in the basis 
{x&y, x⊕y, 1}) realizing f and admitting the single fault diagnosing test set (under 
inverse faults at outputs of gates). 

Key words: combinational circuit, fault diagnostic test set, inverse fault at out-
put of gate, Shannon function, easily testable circuit. 
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Схемы из функциональных элементов (СФЭ) – одна из классических 
моделей управляющих систем без памяти. Анализ функционирования СФЭ 
при возникновении в них неисправностей традиционно осуществляется с по-
мощью тестового подхода, предложенного в работах С. В. Яблонского и  
И. А. Чегис [1, 2] в середине 1950-х гг. В рамках этого подхода предполагает-
ся, что на схему S  с входами 1x , 2x …, , nx , реализующую булеву функцию 

или систему булевых функций 1 2( )nf x x … x, , , , действует источник неисправ-

ностей U , способный преобразовать схему S  к одной из СФЭ (с такими же 
входами и выходами, что и у S ) некоторого заранее известного списка H  
конечной длины, содержащего и исходную схему. Действие источника неис-
правностей однократное в том смысле, что во время исследования схемы 
источник неисправностей уже перестал действовать на схему. Исследова-
ние схемы заключается в подаче на входы схемы входных наборов и в изу-
чении выходных значений на этих наборах. Множество T  входных наборов 
называется проверяющим тестом для схемы S  относительно источника 
неисправностей U  тогда и только тогда, когда для любой схемы 1S  из 

списка H  имеет место импликация: если 1S  реализует некоторую булеву 

функцию или систему булевых функций 1f , неравную f , то найдется 

набор α  из T  такой, что 1( ) ( )f fα ≠ α  . Множество T  входных наборов 

называется диагностическим тестом для схемы S  относительно источника 
неисправностей U  тогда и только тогда, когда для любых двух схем 1S , 2S  

из списка H  имеет место импликация: если 1S  и 2S  реализуют неравные 

булевы функции или системы булевых функций 1f  и 2f  соответственно, то 

найдется набор α  из T  такой, что 1 2( ) ( )f fα ≠ α  . Число наборов в тесте T  

называется длиной теста и обозначается ( )L T . Тест минимальной длины 

называется минимальным. Источник неисправностей U , способный вызвать 
поломку не более чем одного элемента схемы, называется единичным; тесты 
относительно такого источника также называются единичными. Тесты отно-
сительно источника, способного вызвать произвольное число поломок эле-
ментов, называются полными. Схема S  при любой неисправности, под дей-
ствием источника неисправностей U  реализующая функцию или систему 
функций, неравную функции или системе функций, реализуемой схемой S  
при отсутствии неисправностей, называется тестопригодной относительно 
источника неисправностей S . Схема, тестопригодная относительно единич-
ного источника неисправностей, называется неизбыточной [3, с. 110–111;  
4, с. 15–16]. Под длиной минимального проверяющего (диагностического) те-
ста для булевой функции или системы функций f , реализованной с помо-

щью СФЭ в базисе B , относительно источника неисправностей U  понимает-

ся величина ( )detect
BL U f, , равная минимуму по всем тестопригодным реали-

зующим f  СФЭ S  в базисе B  минимума по всем проверяющим (соответ-

ственно диагностическим) тестамT  для S  относительно U  величины ( )L T . 

Пусть 2̂ ( )P n  – множество всех булевых функций, существенно зависящих от 

всех своих n  переменных 1x , 2x …, , nx . Функцией Шеннона длины проверя-
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ющего (диагностического) теста для реализованной с помощью СФЭ в базисе 
B  булевой функции f  относительно источника неисправностей U  называ-

ется величина 
2̂ ( )

( ) max ( )detect detect
B B

f P n
L U n L U f

∈
, = ,  (соответственно величина 

2̂ ( )
( ) max ( )diagn diagn

B B
f P n

L U n L U f
∈

, = , ).  

Неисправность в некотором месте схемы (на входе схемы или функци-
онального элемента или на выходе функционального элемента) называется 
константной, если для каждого входного набора значение, вычисляемое  
в этом месте, заменяется на какую-то константу. Неисправность в некотором 
месте схемы называется инверсной, если значение, вычисляемое в этом месте 
при отсутствии данной неисправности (все остальные неисправности в схеме, 
если они есть, при этом сохраняются), заменяется на противоположное. 
Условимся о следующих обозначениях для источников неисправностей  

в СФЭ. Обозначение для источника неисправностей будет иметь вид y
zX , где 

X  – одна или несколько заглавных латинских букв, указывающих на место 
возможной неисправности ( P  – неисправности на входах схем, I  – на входах 
функциональных элементов, O  – на выходах функциональных элементов),  
y  – название типа неисправности ( const , 0 , 1  – константные неисправности, 

константные неисправности типа 0 и константные неисправности типа 1 со-
ответственно, inv  – инверсные неисправности), z  указывает на число воз-
можных неисправностей ( k , если неисправностей не больше k ; нижний  
индекс отсутствует, если ограничений на число неисправных элементов  
в схеме нет).  

Приведем обзор некоторых работ, связанных с оценками функций 
Шеннона длин тестов для СФЭ. В классической работе С. М. Редди [5] было 
доказано, что в базисе Жегалкина 1 { 1}B x & y x y= , ⊕ ,  имеют место неравен-

ства:  

1) 
1

const
1( ) 4detect

BL IO n n, ≤ +  (формально говоря, в [5] это доказывалось 

при введении одного дополнительного входа, однако в [3, с. 113–116] указан-
ная оценка понижена до 3n +  без введения дополнительного входа);  

2) 
1

const
1( ) 3 4detect

BL PIO n n, ≤ +  (в [5] отмечалось, что, введя два допол-

нительных выхода, можно понизить верхнюю оценку до 4n + ).  
В статье [6] доказано следующее неравенство:  

1

log2
const

1

( ) 4
k

detect
kB

j

n
L IO n

j

  

=

 , ≤ +  
 

  

(формально говоря, в [6] это доказывалось при введении одного дополни-
тельного входа, однако техникой из [3, с. 113–116] указанная оценка доказы-
вается без введения дополнительного входа). Н. П. Редькиным были получе-
ны следующие результаты:  

1) для произвольного полного конечного базиса B  была найдена [7, 8] 

верхняя оценка: 2 2const( ) 2(2 2 )n ndetect
BL O n n/ /      , ≤ + + ;   
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2) 
0 0

0 1 2( ) ( ) (2 )detect detect n
B BL I n L I n O /, = , ≤  [9];  

3) 
0 0

0 1( ) ( )detect detect
B BL O n L O n n, = , ≤  [10];  

4) 
0 0

0 1
1 1( ) ( ) 2 1diagn diagn

B BL O n L O n n, = , ≤ +  [11];  

5) в бесконечном базисе 0 1 1
2

{ } { }i i
i

B x x & & x x … x∞

≥
= ∪ , ∨ ∨  имеет 

место неравенство [12]: 
00

0 1
1 1 2( ) ( ) 2 log ( 1) 1diagn diagn

BB
L O n L O n n∞ , = , ≤ + +   .  

В работе [13] доказано, что  

1 1

2
1( ) 1 [13, теорема2] ( ) 2diagn diagninv inv n

B BL O n n L O n −, ≤ + , , ≤ .  

В работах [14–16] установлено, что для любого n N∈  в произвольном 

полном базисе B  имеет место оценка 1( ) 3detect const
BL O n n, ≤ + . В статье [17] 

для каждой булевой функции ( )nf x  установлено существование в произ-

вольном полном базисе схемы S  с тремя дополнительными входами и одним 
дополнительным выходом такой, что функция f  является подфункцией од-

ной из двух функций, реализуемой схемой S , а длина теста, проверяющего 
не более чем k  произвольных неисправностей элементов или блоков схемы, 

ведет себя как ( 2 )kO n + . В работе [18] доказано, что в бесконечном базисе 

1 1 1
2

{ 1} { }i i
i

B x y x &…& x x … x∞

≥
= ⊕ , ∪ , ∨ ∨  c n    дополнительными вхо-

дами можно строить тестопригодные схемы, допускающие проверяющий 

тест относительно const
1IO  длины не более 2 (1 (1))n o⋅ + .  

Особый интерес представляют константные верхние оценки функций 
Шеннона длины теста. Первые результаты такого типа предполагали введе-
ние дополнительных входов и выходов в схему. Так, в статье [19] для произ-
вольной СФЭ в базисе { }x y x| ,  был предложен метод ее перестраивания  

в тестопригодную схему в базисе { }x y x y x| , ⊕ , , допускающую полный про-

веряющий тест длины 5 относительно константных неисправностей на входах 
и выходах функциональных элементов, при этом число дополнительных как 
входов, так и выходов сравнимо с числом элементов схемы. В статье [20] для 
произвольной СФЭ в базисе { }x & y x y x, ∨ ,  (возможны и элементы x y| , 

x y↓ ) был предложен метод ее перестраивания в тестопригодную схему  

в том же базисе, допускающую полный проверяющий тест длины 3 относи-
тельно константных неисправностей на входах и выходах функциональных 
элементов, при этом число дополнительных выходов практически равно чис-
лу элементов схемы, а число дополнительных входов равно шести; также  
в этой статье указывается на неулучшаемость в общем случае верхней оценки 3 
длины единичного теста относительно константных неисправностей на вхо-
дах элементов. В работе [21] предложен базис из четырехвходовых функцио-
нальных элементов такой, что любую булеву функцию можно реализовать  
в этом базисе как подфункцию схемой с двумя дополнительными входами, 
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допускающей полный проверяющий тест длины 2 при константных неис-
правностях на выходах элементов (возможны также константные неисправ-
ности на всех входах схемы и элементов схемы, не являющихся дополни-
тельными входами). В статье [22] предложен базис из шестивходовых функ-
циональных элементов такой, что любую булеву функцию можно реализо-
вать в этом базисе как подфункцию схемой с четырьмя дополнительными 
входами, допускающей полный проверяющий тест длины 2 при константных 
неисправностях на выходах элементов (возможны также константные неис-
правности на всех входах схемы и элементов схемы, но при этом в каждом 
элементе число неисправных входов, являющихся дополнительными входами 
схемы, не должно превосходить 1). В работе [23] предложен метод синтеза 
таких схем с одним дополнительным входом и четырьмя дополнительными 
выходами в базисе из специальных двух- и трехвыходных функциональных 
блоков, которые допускают полный проверяющий тест длины 3 при кон-
стантных неисправностях на входах и выходах блоков.  

С 2000 г. стали появляться константные верхние оценки функций Шен-
нона длины теста без введения дополнительных входов. Так, в работе [13, 

теорема 1] доказано равенство 
1

1( ) 1detect inv
BL O n, = . В статье [24] получен такой 

результат: в произвольном полном базисе B  имеет место оценка  

1( ) 3detect inv
BL O n, ≤ . 

Установлены следующие равенства: 
0 0

0 1( ) ( ) 2detect detect
B BL O n L O n, = , =  

при 1n >  [25], 
1

1
1( ) 1detect

BL O n, =  [26], 
1

0( ) 1detect
BL O n, =  [27]. Отметим, впрочем, 

что 1
{ } ( ) 1detect

x yL O n n| , ≥ +  [28]. Автором настоящей статьи найдены [29, 30] 

примеры полных конечных базисов B′ , B′′  таких, что  

const2 ( ) 4 2 ( ) 4detect detect inv
B BL O n L O n′ ′′≤ , ≤ , ≤ , ≤ ,  

а также доказано [31], что в любом полном конечном базисе B   

const
12 ( ) 4detect

BL O n≤ , ≤ .  

С учетом классических результатов о поведении функций Шеннона 
длины проверяющего теста при неисправностях на входах схем (схемный ба-
зис при этом не имеет значения)  

const const
1( ) ( )detect detectL P n L P n, = , =  

1

2 2 1 если 2 1
[32 33];

2 2 2 если 2 1 2 1

t

t t

n t n t

n t t n t+

 − − , = + + ,= ,
− − , + + < ≤ + +

 

1
2 1 ( ) [33]

2
detect invn

L P n n
− ⋅ + ≤ , ≤ ,  

 

из результатов [29–31] вытекают утверждения 1–2.  
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Утверждение 1. Существуют конечные полные базисы B′ , B′′  такие, 
что  

const2 2 2 ( ) 2 2 3detect
Bn t L PO n n t′− − ≤ , ≤ − +  

(где t  определяется из неравенств 12 1 2 1t tt n t++ + ≤ ≤ + + ),  

1
2 1 ( ) 4

2
detect inv
B

n
L PO n n′′

− ⋅ + ≤ , ≤ + .  
 

Утверждение 2. В любом конечном полном базисе B  имеют место не-
равенства  

const
12 2 2 ( ) 2 2 3detect

Bn t L PO n n t− − ≤ , ≤ − + ,  

где t  определяется из неравенств 12 1 2 1t tt n t++ + ≤ ≤ + + .  
В данной работе доказывается, что функция Шеннона длины единично-

го диагностического теста относительно инверсных неисправностей на выхо-
дах элементов в базисе 1 { 1}B x & y x y= , ⊕ ,  равна 1. Основная идея доказа-

тельства будет сводиться к тому, что при любой одиночной инверсной неис-
правности элемента в схеме, реализующей произвольную булеву функцию 
f , схема в неисправном состоянии реализует функцию f . Основному ре-

зультату предпошлем аналогичное утверждение для менее «естественного», 
но допускающего более простую конструкцию базиса. Обозначим через 

1 1 2 3 4( )y y y yΨ , , ,  булеву функцию, вектор значений которой имеет вид 

(0111111111111101) , а через 2 1 2 3 4( )y y y yΨ , , ,  – булеву функцию, вектор 

значений которой имеет вид (0111110000111101) . Положим  

1 1 1 2 3 4 2 1 2 3 4
ˆ { 1 ( ) ( )}B x & y x y y y y y y y y y= , ⊕ , , Ψ , , , , Ψ , , , . 

Обозначения для названий схем, подсхем и элементов схем будут со-
храняться лишь в пределах одного доказательства теоремы.  

Теорема 1. При {0}n N∈ ∪  имеет место равенство 
1

1ˆ ( ) 1diagn inv
B

L O n, = .  

Доказательство. Пусть ( )nf x  – произвольная булева функция, фор-

мально зависящая от переменных 1 2 nx x … x, , , . Для функций, каждая из кото-

рых может быть реализована схемой, состоящей из одного функционального 

элемента, и не являющихся селекторными, очевидно, что 
1

1ˆ ( ) 1diagn inv
B

L O f, =  

(для селекторной функции if x=  имеет место равенство 
1

1ˆ ( ) 0diagn inv
B

L O f, = ). 

Будем теперь считать, что функция f  существенно зависит от всех своих пе-

ременных и не реализуется схемами из одного элемента.  
Запишем полином Жегалкина функции f  в виде 1 2fP K K …= ⊕ ⊕  

0... tK a⊕ ⊕ , где iK  – монотонные конъюнкции различных переменных или 

переменные ( 1i t= , ), 0 {0 1}a ∈ , . Будем, не ограничивая общности, считать, 
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что слагаемые 1K , 2K …, , qK  ( 0 q t≤ ≤ ) нелинейные, а слагаемые 1qK + , 

2qK …+ , , tK  – переменные. Опишем устройство неизбыточной схемы S , ре-

ализующей f  и допускающей единичный диагностический тест длины 1.  

Случай 1. Пусть функция f  нелинейная ( 0q > ). Пусть монотонная 

конъюнкция iK  имеет вид 
1 2 r

x x &…& xν ν ν  ( {1 }i … q∈ , , , 2 r n≤ ≤ , 

1 21 r… n≤ ν < ν < < ν ≤ ). Реализуем iK  цепочкой конъюнкторов 1
iZ . При 

этом на входы первого элемента 1
1iE ,  цепочки 1

iZ  подаются переменные 
1

xν , 

2
xν , на первый вход j -го конъюнктора 1

i jE ,  ( {2 1}j … r∈ , , − ) цепочки пода-

ется выход предыдущего конъюнктора 1
1i jE , − ; на второй вход конъюнктора 

1
i jE ,  цепочки подается переменная 

1j
x

+ν . Для каждой цепочки 1
iZ  построим 

две ее копии 2
iZ , 3

iZ  (названия элементов этих цепочек отличаются от назва-

ний соответствующих элементов цепочки 1
iZ  лишь верхним индексом, по-

вторяющим верхний индекс названия той цепочки, которой принадлежит 

элемент). Для тройки цепочек 1
iZ , 2

iZ , 3
iZ  построим контролирующую це-

почку 4
iZ , устроенную следующим образом. Первый элемент этой цепочки 

4
1iE ,  – это элемент сложения по модулю 2, на оба входа которого подается пе-

ременная 1x . Элемент 4
i jE ,  ( {2 1}j … r∈ , , − ) цепочки 4

iZ  – это элемент, реа-

лизующий функцию 1Ψ ; на первый, второй и третий входы этого элемента 

подаются выходы элементов 1
1i jE , − , 2

1i jE , − , 3
1i jE , −  соответственно, на чет-

вертый вход подается выход элемента 4
1i jE , − . Элемент 4

i rE ,  цепочки 4
iZ  – это 

элемент, реализующий функцию 2Ψ ; на первый, второй и третий входы это-

го элемента подаются выходы элементов 1
1i rE , − , 2

1i rE , − , 3
1i rE , −  соответствен-

но, на четвертый вход подается выход элемента 4
1i rE , − . Построив такие чет-

верки цепочек для каждой конъюнкции iK  ( {1 }i … q∈ , , ), завершим синтез 

схемы S , добавив еще цепочку Z , состоящую из элементов сумм по модулю 2. 
При этом на входы самого первого элемента 1E  цепочки Z  подаются выходы 

последних элементов цепочек 1
1Z , 4

1Z ; на первый вход каждого элемента uE  

( 0{2 1 }u … t q a∈ , , + − + ) суммы по модулю 2 в цепочке Z  подается выход 

предыдущего элемента 1uE − ; на вторые входы элементов 2E , 3E …, , 2 2qE − , 

2 1qE −  цепочки Z  подаются выходы последних элементов цепочек 1
2Z , 

4
2Z …, , 1

qZ , 4
qZ  соответственно; на вторые входы следующих ( )t q−  элемен-

тов цепочки Z  подаются переменные, равные конъюнкциям 1qK + , 2qK …+ , , 

tK ; наконец, при 0 1a =  на второй вход элемента t qE +  подается выход эле-
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мента 0E , реализующего константу 1. Выход элемента 
01t q aE + − +  является 

выходом схемы. Легко видеть, что при отсутствии неисправностей схема S  
реализует функцию f  (так как в силу построения в схеме S  по модулю 2 

суммируются слагаемые полинома Жегалкина функции f  по одному разу 

каждое, а также q  нулей, возникших на выходах последних элементов цепо-

чек 4
1Z , 4

2Z …, , 4
qZ  (поскольку при отсутствии неисправностей на три первых 

входа любого элемента 4
i jE ,  ( 1j > ) подаются одинаковые значения, а на чет-

вертый вход подается 0, вычисленный на выходе элемента 4
1i jE , − ).  

Предположим теперь, что в схеме S  произошла инверсная неисправ-
ность на выходе какого-то элемента. Докажем, что реализуемая при этом 
функция равна f , так что любой набор образует единичный диагностиче-
ский тест для схемы S .  

Сразу заметим, что одиночная инверсная неисправность элемента jE  

для любого 0 0{ 1 }j a … t q a∈ , , + − +  будет обнаружена при подаче на входы 
схемы S  любого набора α , так как на выходе неисправной схемы возникнет 
значение ( )f α .  

Пусть теперь неисправен какой-то элемент 4
i jE , . При отсутствии неис-

правности на выходе этого элемента (при подаче набора α  на входы схемы) 
возникал 0, теперь возникает 1, и эта единица передается в силу определения 

функций 1Ψ , 2Ψ  вплоть до выхода последнего элемента цепочки 4
iZ , где 

попадает на вход какого-то элемента цепочки Z  вместо нуля, который воз-
ник бы там при отсутствии неисправностей. А так как значения на выходах 

всех остальных цепочек 1
2Z , 4

2 ...Z , , 1
qZ , 4

qZ  (кроме 4
iZ ) совпадают с вычис-

ленными при отсутствии неисправности, то на выходе схемы возникнет зна-
чение ( )f α .  

Пусть, наконец, неисправен какой-то конъюнктор d
i jE ,  ( {1 2 3}d ∈ , , ). 

При отсутствии неисправностей в схеме на выходах элементов 1
i jE ′, , 2

i jE ′, , 

3
i jE ′,  (при подаче набора α  на входы схемы) были одинаковые значения, и на 

выходах всех элементов цепи 4
iZ  возникал 0, теперь же ситуация оказывается 

следующей. На выходах 1
i jE , , 2

i jE , , 3
i jE ,  возникают оба значения (0 и 1) и 

начиная с элемента 4
1i jE , +  вплоть до предпоследнего элемента цепи 4

iZ  на 

выходах этих элементов возникают единицы. Единица оказывается на правом 

входе последнего элемента цепи 4
iZ . Рассмотрим значения на выходах по-

следних элементов цепей 1
iZ , 2

iZ , 3
iZ . Очевидно, что два из трех этих значе-

ний вычислены при отсутствии неисправностей в цепях и совпадают с пра-
вильными значениями. Третье значение может либо совпадать с двумя дру-
гими, либо отличаться от них. По определению функции 2Ψ  при значении 1 
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ее четвертого аргумента или при несовпадении всех значений первых трех 
аргументов значение 2Ψ  будет нулевым, если и только если первый аргу-
мент отличается от второго и третьего (т.е. на выходе последнего элемента 

цепочки 1
iZ  вычисленное значение неправильное). Теперь ясно, что на выхо-

де схемы возникнет значение ( )f α , поскольку значения на выходах всех 

остальных цепочек 1
2Z , 4

2Z …, , 1
qZ , 4

qZ  (кроме 1
iZ , 4

iZ ) совпадают с вычис-

ленными при отсутствии неисправности, а сумма отличий значений на выхо-

дах цепочек 1
iZ , 4

iZ  от вычисленных при отсутствии неисправностей равна 1.  

Таким образом, в случае любой одиночной инверсной неисправности 
на выходе элемента функция, реализуемая неисправной схемой, равна f , так 

что любой набор образует единичный диагностический тест.  
Случай 2. Пусть функция f  линейная ( 0q = ). Тогда схема S  по срав-

нению с предыдущим случаем упрощается до цепочки Z , состоящей из эле-
ментов сумм по модулю 2. При этом на входы самого первого элемента 1E  

цепочки Z  подаются переменные, равные конъюнкциям 1K , 2K ; на первый 

вход каждого элемента uE  ( 0{2 1 }u … t a∈ , , − + ) суммы по модулю 2 в цепоч-

ке Z  подается выход предыдущего элемента 1uE − ; на вторые входы элемен-

тов 2E , 3E …, , 1tE −  цепочки Z  подаются выходы переменные, равные 

конъюнкциям 3K , 4K …, , tK ; наконец, при 0 1a =  на второй вход элемента 

tE  подается выход элемента 0E , реализующего константу 1. Выход элемента 

01t aE − +  является выходом схемы. Одиночная инверсная неисправность эле-

мента jE  для любого 0 0{ 1 }j a … t a∈ , , − +  будет обнаружена при подаче на 

входы схемы S  любого набора α , так как на выходе неисправной схемы воз-
никнет значение ( )f α .  

Теорема доказана.  
Докажем теперь основной результат работы – теорему 2. Теорема 2 

усиливает результат теоремы 1 из статьи [13] и улучшает результат теоремы 2 
из статьи [13].  

Теорема 2. При {0}n N∈ ∪  имеет место равенство 
1

1( ) 1diagn inv
BL O n, = .  

Доказательство. Пусть ( )nf x  – произвольная булева функция, фор-

мально зависящая от переменных 1 2 nx x … x, , , . Для функций, каждая из кото-

рых может быть реализована схемой, состоящей из одного функционального 

элемента, и не являющихся селекторными, очевидно, что 
1

1( ) 1diagn inv
BL O f, =  

(для селекторной функции if x=  имеет место равенство 
1

1( ) 0diagn inv
BL O f, = ). 

Будем теперь считать, что функция f  существенно зависит от всех своих пе-

ременных и не реализуется схемами из одного элемента.  
Запишем полином Жегалкина функции f  в виде  

1 2 0f tP K K … K a= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ,  
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где iK  – монотонные конъюнкции различных переменных или переменные 

( 1i t= , ), 0 {0 1}a ∈ , . Будем, не ограничивая общности, считать, что слагаемые 

1K , 2K …, , qK  ( 0 q t≤ ≤ ) нелинейные, а слагаемые 1qK + , 2qK …+ , , tK  – пе-

ременные. Опишем устройство неизбыточной схемы S , реализующей f  и 

допускающей единичный диагностический тест длины 1.  
Случай 1. Пусть функция f  – нелинейная ( 0q > ). Пусть монотонная 

конъюнкция iK  имеет вид 
1 2 r

x x &…& xν ν ν  ( {1 }i … q∈ , , , 2 r n≤ ≤ , 

1 21 r… n≤ ν < ν < < ν ≤ ). Реализуем iK  цепочкой конъюнкторов 1
iZ . При 

этом на входы первого элемента 1
1iE ,  цепочки 1

iZ  подаются переменные 
1

xν , 

2
xν , на первый вход j -го конъюнктора 1

i jE ,  ( {2 1}j … r∈ , , − ) цепочки пода-

ется выход предыдущего конъюнктора 1
1i jE , − ; на второй вход конъюнктора 

1
i jE ,  цепочки подается переменная 

1j
x

+ν . Для каждой цепочки 1
iZ  построим 

две ее копии 2
iZ , 3

iZ  (названия элементов этих цепочек отличаются от назва-

ний соответствующих элементов цепочки 1
iZ  лишь верхним индексом, по-

вторяющим верхний индекс названия той цепочки, которой принадлежит 

элемент). Для тройки цепочек 1
iZ , 2

iZ , 3
iZ  построим контролирующую под-

схему iS , устроенную следующим образом. Выходы каждой пары элементов 
1
i jE , , 2

i jE ,  подаются на входы элемента 4
i jE ,  сложения по модулю 2 

( 1 1j r= , − ), входящего в подсхему iS . Выходы каждой пары элементов 1
i jE , , 

3
i jE ,  подаются на входы элемента 5

i jE ,  сложения по модулю 2 ( 1 1j r= , − ), 

входящего в подсхему iS . Затем в подсхеме iS  строится цепочка 4
iZ  из под-

схем i lS ,  ( 1 2 3l r= , − ), устроенных следующим образом. Подсхема i lS ,  име-

ет два входа (обозначим их пока 1y , 2y ) и один выход и реализует дизъюнк-

цию своих входов в соответствии с формулой 1 1 2 1 2(( ) )A y & y y y= ⊕ ⊕ , при 

этом функциональные элементы подсхемы i lS ,  обозначаются так: 6
1i lE , ,  – 

конъюнктор в формуле 1A , 6
2i lE , ,  – первый элемент сложения по модулю 2  

в формуле 1A , 6
3i lE , ,  – второй элемент сложения по модулю 2 в формуле 1A . 

Опишем устройство цепочки 4
iZ . На входы подсхемы 1iS ,  подаются выходы 

элементов 4
1iE ,  и 5

1iE , . На второй вход каждой подсхемы i lS ,  ( 1l > ) подается 

выход предыдущей подсхемы 1i lS , − . На первые входы подсхем 2iS , , 3iS , , 

4iS , , 5iS …, , , 2 4i rS , − , 2 3i rS , −  подаются выходы элементов 4
2iE , , 5

2iE , , 4
3iE , , 

5
3iE …, , , 4

1i rE , − , 5
1i rE , −  соответственно. Наконец, в подсхеме iS  имеется еще 
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подсхема iS′ , состоящая лишь из конъюнктора 8
iE , на первый вход которого 

подается выход элемента 4
1i rE , − , а на второй вход – выход элемента 5

1i rE , − . 

Построение подсхемы iS  завершено.  

Построив такие тройки цепочек 1
iZ , 2

iZ , 3
iZ  и подсхемы iS  для каждой 

конъюнкции iK  ( {1 }i … q∈ , , ), завершим синтез схемы S , добавив еще цепоч-

ку Z , состоящую из 02 1q t a+ − +  элементов сумм по модулю 2. При этом на 

входы самого первого элемента 1E  цепочки Z  подаются выходы последнего 

элемента цепочки 1
1Z  и выход элемента 8

1E ; на первый вход каждого элемен-

та uE  ( 0{2 2 1 }u … q t a∈ , , + − + ) суммы по модулю 2 в цепочке Z  подается 

выход предыдущего элемента 1uE − ; на второй вход элемента 2E  цепочки Z  

подается выход выходного элемента 6
1 2 3 3rE , − ,  последней подсхемы 1 2 3rS , −  

цепочки 4
1Z ; на вторые входы элементов 3E , 4E , 5E , 6E , 7E , 8E …, , 3 3qE − , 

3 2qE − , 3 1qE −  цепочки Z  подаются выходы выходных элементов 1
2Z , 2S′ , 

4
2Z , 1

3Z , 3S′ , 4
3Z …, , 1

qZ , qS ′ , 4
qZ  соответственно; на вторые входы следую-

щих ( )t q−  элементов цепочки Z  подаются переменные, равные конъюнкци-

ям 1qK + , 2qK …+ , , tK ; наконец, при 0 1a =  на второй вход элемента 2q tE +  

подается выход элемента 0E , реализующего константу 1. Выход элемента 

02 1q t aE + − +  является выходом схемы.  

Легко видеть, что при отсутствии неисправностей схема S  реализует 
функцию f  (так как в силу построения в схеме S  по модулю 2 суммируются 

слагаемые полинома Жегалкина функции f  по одному разу каждое, а также 

2q  нулей, возникших: 

а) на выходах последних элементов цепочек 4
1Z , 4

2Z …, , 4
qZ  (поскольку 

при отсутствии неисправностей в схеме на обоих входах и на выходе любой 
подсхемы i lS ,  оказываются нули);  

б) на выходах элементов 8
1E , 8

2E …, , 8
qE  (поскольку при отсутствии не-

исправностей в схеме на обоих входах и на выходе любого элемента 8
iE  ока-

зываются нули).  
Предположим теперь, что в схеме S  произошла инверсная неисправ-

ность на выходе какого-то элемента. Докажем, что реализуемая при этом 
функция равна f , так что любой набор образует единичный диагностиче-

ский тест для схемы S .  
Сразу заметим, что одиночная инверсная неисправность элемента jE  

для любого 0 0{ 2 1 }j a … q t a∈ , , + − +  будет обнаружена при подаче на входы 

схемы S  любого набора α , так как на выходе неисправной схемы возникнет 
значение ( )f α .  
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Пусть теперь неисправен какой-то элемент 8
iE . На произвольном вход-

ном наборе α  при указанной неисправности значение на выходе схемы из-
менится на противоположное, ибо выход неисправного элемента не ветвится 
и от этого выхода к выходу схемы ведет цепочка элементов сложения по мо-
дулю 2.  

На произвольном входном наборе α  при неисправности элемента 4
i jE ,  

или 5
i jE ,  (1 1j r≤ ≤ − ) значение на выходе той подсхемы i lS , , на вход кото-

рой подан выход неисправного элемента, а также значения на выходах под-
схем 1i lS …, + , , 2 3i rS , −  изменятся с нулей на единицы. При неисправности 

4
1i rE , −  или 5

1i rE , −  значение на выходе конъюнктора 8
iE  не изменится (оста-

нется равным нулю, поскольку на второй вход этого конъюнктора поступает 
нуль). Поэтому в целом среди значений, подаваемых на входы цепочки Z , 
изменится ровно одно, так что значение на выходе схемы изменится на про-
тивоположное.  

Пусть неисправен какой-то конъюнктор d
i jE ,  ( {1 2 3}d ∈ , , ). При отсут-

ствии неисправностей в схеме на выходах элементов 1
i jE ′, , 2

i jE ′, , 3
i jE ′,  (при 

подаче набора α  на входы схемы) были одинаковые значения, и на выходах 

всех элементов 4
i jE ′, , 5

i jE ′, , на выходах всех подсхем i lS ,  цепи 4
iZ  и на выхо-

де 8
iE  возникали нули, теперь же ситуация оказывается следующей. На вы-

ходах 1
i jE , , 2

i jE , , 3
i jE ,  возникают оба значения (0 и 1), на выходе хотя бы од-

ного из элементов 4
i jE ,  и 5

i jE ,  возникает единица и начиная с той подсхемы 

i lS ,  с наименьшей глубиной конъюнктора, на вход которой подается выход 

элемента 4
i jE ,  или 5

i jE ,  с неправильным значением, на выходе i lS ,  и выходах 

следующих подсхем 1i lS …, + , , 2 3i rS , −  возникают единицы. Рассмотрим зна-

чения a , b , c  на выходах последних элементов 1
1 1rE , − , 2

1 1rE , − , 3
1 1rE , −  цепей 

1
iZ , 2

iZ , 3
iZ  соответственно. Очевидно, что два из трех этих значений вычис-

лены при отсутствии неисправностей в цепях и совпадают с правильными 
значениями.  

Третье значение может либо совпадать с двумя другими, либо отли-
чаться от них. Если все три эти значения одинаковы, то на выходах элементов 

4
1 1rE , −  и 5

1 1rE , −  – нули, на выходе конъюнктора 8
iE  – тоже нуль, так что  

с учетом правильности значения на выходе 1
1 1rE , −  на выходе схемы возникает 

неправильное значение ( )f α . Если значение a  отличается и от b , и от c , то 

на выходе 1
1 1rE , −  вычислено неправильное значение. Но при этом на выходах 

4
1 1rE , −  и 5

1 1rE , −  возникают единицы (а не нули), на выходе конъюнктора 8
iE  – 
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тоже единица (а не нуль), так что с учетом неправильности значений на вы-

ходах 1
1 1rE , −  и 6

2 3 3i rE , − ,  на выходе схемы возникает неправильное значение 

( )f α . Если же, наконец, значение a  совпадает с одним из значений b , c  и 

не совпадает с другим, то на выходах ровно одного из двух элементов 4
1 1rE , −  

и 5
1 1rE , −  возникает нуль, на выходе конъюнктора 8

iE  – тоже нуль, так что  

с учетом правильности значения на выходе 1
1 1rE , −  на выходе схемы возникает 

неправильное значение ( )f α .  

Таким образом, в случае любой одиночной инверсной неисправности 
на выходе элемента функция, реализуемая неисправной схемой, равна f , так 

что любой набор образует единичный диагностический тест.  
Случай 2. Пусть функция f  – линейная ( 0q = ). Тогда схема S  по 

сравнению с предыдущим случаем упрощается до цепочки Z , состоящей из 
элементов сумм по модулю 2. При этом на входы самого первого элемента 

1E  цепочки Z  подаются переменные, равные конъюнкциям 1K , 2K ; на пер-

вый вход каждого элемента uE  ( 0{2 1 }u … t a∈ , , − + ) суммы по модулю 2  

в цепочке Z  подается выход предыдущего элемента 1uE − ; на вторые входы 

элементов 2E , 3E …, , 1tE −  цепочки Z  подаются выходы переменные, рав-

ные конъюнкциям 3K , 4K …, , tK ; наконец, при 0 1a =  на второй вход эле-

мента tE  подается выход элемента 0E , реализующего константу 1. Выход 

элемента 
01t aE − +  является выходом схемы. Одиночная инверсная неисправ-

ность элемента jE  для любого 0 0{ 1 }j a … t a∈ , , − +  будет обнаружена при 

подаче на входы схемы S  любого набора α , так как на выходе неисправной 

схемы возникнет значение ( )f α .  

Теорема доказана.  
Замечание. Отметим, что сложность получаемых в доказательствах 

теорем 1 и 2 схем есть ( 2 )nO n  и что глубину этих схем можно сократить до 

2(log )n O n+ , заменив в каждом случае цепочки 1
iZ , 2

iZ , 3
iZ , 4

iZ , Z  

( 1i q= , ) элементов или подсхем на двоичные деревья минимально возмож-

ной глубины, состоящие из тех же элементов или подсхем.  

Поскольку с очевидностью имеет место равенство 1( )diagn invL P n n, =  

(верхняя оценка тривиальна, нижняя достигается на конъюнкции n  перемен-
ных), то из доказательства теорем 1, 2 настоящей статьи вытекает следующее 
утверждение.  

Утверждение 3. 
11

1 1ˆ ( ) ( )detect inv detect inv
BB

L PO n L PO n n, = , = .   
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